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дом соответственно га,, п2,..., пк функций (Ъп1 = п). Для дерева из ni функций 
(ftj < n) доказываемую оценку среднего числа ошибок будем считать доказан­
ной—это число не превосходит (1/2) log2 л.г. Это значит, что всего (по всем п, 
функциям дерева) здесь будет допущено не более (1/2) щ log2 nt ошибок. 

Сколько же ошибок будет допущено в „большом я-дереве"? В первой 
точке ветвления может быть допущено в сумме (по всем пь функциям) не 
более п. — max {«J ошибок (напомним, что речь идет о стратегии Я. М. Барз-

i 

диня). Стало быть, всего в дереве будет допущено не более 

п - max {я,.} + JH - щ log2«/ 
i 

ошибок. Остается показать, что это выражение не превосходит (1/2) /г log2 лг 
(где я = 2 / г ( ) . Разделим обе стороны требуемого неравенства на я/2: 

2 (l - max g-J j + J ] ~ log2 щ < log2 n. 
i 

Представим, далее, log2« в виде 

и перенесем обе суммы в одну сторону: 

~S^ l o g i^> 2(1~m*a xft})-
I 

Слева мы имеем теперь энтропию случайной величины X, которая принимает 
k различных значений в соответствии с распределением р1,..., pk, где pt = ti-Jn. 
Итак, остается убедиться, что 

Н{рх,..., /?ft)> 2 ( 1 - тах {/»,}). 

Это неравенство является тривиальным следствием аксиом Шеннона—доста­
точно провести индукцию по k (начиная от k = 2). Теорема 1 доказана. 

Оценка (l/2)log2ft является наилучшей возможной (в общем случае). 
Т е о р е м а 2. Для каждого п можно построить набор п функций 

{(р!,...,^) такой, что среднее число ошибочных прогнозов на этом наборе 
для любой детерминированной стратегии будет больше (1/2) log2 /г — 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим следующую последовательность таблиц 
(см. [3]): 

Tk 

П 

о 
... 
0 
1 

1 

Очевидно, таблица Tk состоит в точности из всех 2й двоичных слов длины k 
Для каждого я определим набор из я функций ^ , ... , <р„ следующим обра­

зом: берем первые я строк таблицы Tk, где 2й-1 < и < 2к, обозначаем эти 
строки через а1,...,аа и полагаем <fl==0a.l0°°. 

Рассматривая таблицы 7\, Ts, Т3 и т. д., нетрудно заметить следующую 
закономерность. 
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1. Первые га строк таблицы Tk (где 2ft~'<ra<2fe) содержат в первом столбце 
[(га + 1)/2] нулей и [га/2] единиц. Этот столбец станет поэтому причиной не 
менее [п/2] ошибочных прогнозов (если считать по всем функциям ср.). 

2. Первые п строк таблицы Tk содержат в первых двух столбцах: 
[(ft 4- 3)/4] раз 00,. [(л + 2)/4] раз 10, \(п + 1)/4] раз 01, [га/4] раз 11. Это значит, 
что второй столбец станет причиной всего не менее [(га+ 1)/4] + [га/4] оши­
бочных прогнозов. 

Обобщая эти наблюдения, можно показать, что s-я с конца строка таб­
лицы Tt (где 0 < s < 2 ' — 1 , t < k) содержится в первых га строках таблицы Tk 
всего [(га + s)/2*] раз, и поэтому t-й. столбец Tk станет причиной не менее 

Б 
ошибочных прогнозов. 

Если га представить в виде 2*q + г, где 0 < г < 2(, то оказывается, что 
][(ra + s)/2'] меньше (га + s)/2* на величину ((г + s) mod 2/)/2#, т. е. (3) меньше 
суммы 

максимум на величину 

Это означает, что 

Суммируя по t от 1 до k — \, получаем, что общее число ошибочных прогно­
зов (по всем функциям ?i,...,?„) составляет не менее 

(л/2) (А — 1) — (1/2) (2*-1 — (4) 
Так как 2k~x <n<2k, то k>log2n и (4) больше 

(га/2) (log, га - 1) - га/2 = га ((1/2) log2 га - 1). 
Среднее число ошибок будет поэтому больше (l/2)log2ra — 1. Теорема 2 до­
казана. 

Перейдем теперь к вероятностным стратегиям прогнозирования. Они 
отличаются от детерминированных стратегий тем, что к реализующим их 
машинам Тьюринга подключается бернуллиевский датчик, выдающий незави­
симо нули и единицы с вероятностью 1/2. < В результате прогноз /(/га + 1) 
может, вообще говоря, принимать различные значения—каждое с определен­
ной вероятностью (точное определение см. в [3]). 

Непосредственно с помощью методов [3] можно получить вероятностную 
стратегию Q, которая при прогнозировании отдельной функции в ситуации, 
когда имеется выбор из га функций: а) всегда (т. е. при любой реализации 
работы бернуллиевского датчика) допускает только конечное число ошибок; 
б) для любого s > 0 с вероятностью > 1 — е допускает не более (l/2)log2ra Ч-
+• Klogjя/2е ошибок. В [3] было показано также, что оценку (l/2)log2ra улуч­
шить невозможно: для каждого га можно построить набор из га функций 
{?i> •••. <Ря} (тот же, что и в доказательстве теоремы 2) такой, что для любой 

2' 
(3) 

2'-"1-! 

i = 0 

n + s _ _л 21~х — 1 
2* ~ 2 4 

2^-1 

2* 
а ^_ 3-2^-1 — 1 
2* 4 

«=2' 

2'-»-1 

4 = 0 
2' ^ 2 2 
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вероятностной стратегии найдется функция / £ {срх,..., <р„}, при прогнозировании 
которой эта стратегия с вероятностью > 1/2 допустит не менее (l/2)log2ra 
ошибок. 

В терминах [3] стратегия Q была частным случаем стратегии Qx (при 
специальном выборе функции I (х)). В качестве X (х) разрешалось брать любую 
вычислимую функцию действительной переменной х, обладающую свой­
ствами: 

(V*) (0 < х.< 1 — 0 < X (JC)< 1), 
(vO (JC,>0) & 2 xt < i — 2 x (*,)< l. 

Прогнозы стратегии Qx определялись следующим образом. Пусть даны п функ­
ций tpi,..., <ря и первые m значений функции /:/(!),:.. ,f(m) (m>0). Если 
появление в качестве / каждой функции <р; считать равновероятным, какова 
вероятность, что за значениями /(1), . . . , f{m) последует t (где t — любое на­
туральное число)? Если эта вероятность равна р, естественно выдавать в каче­
стве прогноза f(m + 1) число t именно с вероятностью р. Для определения 
же р следует сначала выделить все номера i такие, что для всех j < /га:<р/(/)= 
= /(У). Пусть таких номеров оказалось всего q. Возьмем все значения срг(/ге+1) 
для выделенных г. Пусть таких значений оказалось всего k:t1,...,tk, причем^ 
появляется q} раз (^'fy = <?)• Тогда искомая вероятность того, что за 
/(1),... ,/(те) последует tj, будет равна qjq. Стратегия Qx выдает прогноз t} 

не с вероятностью точно q^jq, а с вероятностью l(qj/q). Если ^ j ^ ("т) < Ь 

то с оставшейся (до 1) вероятностью выдается прогноз t\. 
Согласно лемме 3 из [3], если при некоторой константе с > 0 функция 

1(х) обладает свойством: 
О < х < 1 -* X (х) > 1 — с log2 (1/JC), 

то в ситуации, когда имеется выбор из п функций, при прогнозировании 
отдельной функции стратегия Qx: а) всегда будет ошибаться только конечное 
число раз; б) при любом е > 0 с вероятностью > 1 — е будет ошибаться не 
более с log2 n + Y(c log2 n)/e раз. 

Стратегия Q, дающая оценку (l/2)log2« (т. е. с = 1/2), получается, если 
взять в качестве Х(х) функцию 

О, если 0 < * < л = (1/2)(1-1п2)«0.153; 
lo (х) •= (i/in 2) (х — а), если а < х < 1 — а; 

. 1, если 1 —-а<д:< 1. 

Необъяснимая странность функции \ заставляет искать „более естественные" 
варианты I, дающие, желательно, тот же результат. Одним из возможных 
направлений поиска является „метод голосования". 

Простейший случай „голосования" реализует стратегия Qx , где 'к1(х) = х. 
В самом деле, эта стратегия, получив последовательность /(1),... ,f(m), вы­
бирает наугад одну из функций ср., имеющую те же первые т значений, что 
и функция / , и выдает в качестве прогноза f(m + 1) число, за которое „голо­
сует" выбранная функция <р<—число ср,(от+1). Следующим шагом будет „го­
лосование" трех функций. Из функций ср,,..., ср„ независимо выбираются три 
функции, имеющие в качестве первых т значений /(1),... ,/(т). В качестве 
прогноза f(m + 1) выдается то значение, за которое „голосует" большинство 
(т. е. две выбранные функции). Нетрудно заметить, что „голосование трех" 
использует, по существу, стратегия Qh, где Х3 (х) = л3 + Зх2 (1 — л:) (если х— 
вероятность того, что за значение t „голосует" одна отдельно выбранная 
функция, то вероятность того, что из трех независимо выбранных две или 
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три „проголосуют" за t, равна именно ^3 (•*))• Аналогично можно определить 
стратегию Qx для любого нечетного k, при этом 

М*) = 2 ClxfQ-xf-1. 
„Качество работы" стратегий Qx можно оценить, опираясь на упомяну-

k 
тую лемму 3 из [3]. Для каждого нечетного k следует определить наимень­
шую константу ск такую, что 

О < х < 1 — lk (х) > 1 - ск logg (1/JC). (5) 
Ясно, что тогда графики функций кк(х), 1 — c^og^il/x) касаются друг друга. 
Значения ск, вычисленные „эмпирически" с точностью до Ю-4, представлены 
в таблице: 

k 

Ck. 

1 
0.6932 

3 
0.5005 

5 
0.5173 

7 
0.5373 

9 
0.5551 

Т е о р е м а 3. Для всех нечетных k:\j2 < с й < 1 , кроме этого, с1 = 1п2, 
с3<с5<с7< ..., hmck=l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Случай k=\. Кривая y = \J
r\nx (т. е. 

1 — ln2-log2(l/jc)) в точке (1, 1) снизу касается прямой у = х. Поэтому при 
0 < х < 1 имеем 1Х (х) = х > 1 — ln2-log2(l/.Jc), что означает е!<1п2. С другой 
стороны, если е<1п2, то производная 1—clog2(l/x) при л:=1 будет с/1п2<1, 
т. е. кривая у = 1 — с log2 (l/x) в этом случае пересекает прямую у = х. Таким 
образом, сх = In 2. 

2) Случай &>1 . Функция ^к(х) возрастает на отрезке [0, 1], причем 
М0) = 0, 0 < .*< . 1/2--Х4 (* )<*, ХЛ(1/2) = 1/2,- l / 2<x<l -X, (x )>x ,X f t ( l ) = l. 
Функция у = 1 — log2 (l/x) также возрастает, _у(1/2) = 0, у(\) = 1, график ее 
проходит при 0 < х < 1 под прямой у = х. Отсюда вытекает, что неравенство 
\(х)>\ — cklog2(l/x) должно выполняться при некотором с й < 1 . 

Покажем, что ck > 1/2. График функции у = 1 — (1/2) log2 (l/x) проходит 
через точку (1/2, 1/2), ее производная в этой точке равна 1/1п2. График 
У~К(Х) также проходит через точку (1/2, 1/2). Поскольку ^к(х) = ([&/2] + 1)Х 
XC[im+1 хт (1 - х)1т , нетрудно проверить, что 1/1п2<3/2 = ^(1/2)<^(1/2)< 
<Х^(1/2)<... Поэтому график у=\(х) пересекает график у=\—(1/2)log2(l/.*) 
и, таким образом, ck > 1/2. 

Покажем, что с3 < с5 < с7 < ... Заметим, что А3 (х) > 1 — (1/2) log2 (\/x) при 
1/2 < х < 1, а также, что АА(1 — х)~ 1 — ХА(ж). Поэтому достаточно проверить, 
что при 0 < х < 1/2 выполняются неравенства, Х3 (JC) > Х5 (х) > Х7 (д;) > ... В са­
мом деле, отсюда будет следовать, что точка касания кривых у = ^к(х), 
y = l-~ckiog2(\/x) находится левее точки (1/2, 1/2). Рассмотрим отношение 
производных при 0 < х < 1/2: 

х*+2 С*) x ( l x)(k + l)(k + 2) х(\~х) 
l'k(x) U*/2] + l)2 hk 

Равенство производных возможно лишь при условии х(\— x) = hk. Поскольку 
0 < hh< 1/4, это уравнение имеет только один корень в интервале (0, 1/2): 
xk.= 1/2 — ]Л/4 — hk. При 0<x<xk мы имеем ^'k+2(x)<l'k(x), а при хк<х<\/2 
имеем К+2^)>К(Х)- Т а к к а к V 2 (0 ) = Aft(0) = 0, Хл+2(1/2) = Хл(1/2) = 1/2, то 
отсюда вытекает, что при 0 < х < 1 / 2 должно выполняться К(Х)>К+2(Х)-

Наконец, для доказательства l imcA=l достаточно показать, что при 
0 < х < 1/2 имеем lim lk (х) = 0. Поскольку 0 < Лй < 1/4 и lim hk = 1/4, то при 
0 < л: < 1/2 и любом е > 0 
5* 
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К+Лх)<Гк(х)х(1-х)(4 + г) 
для всех достаточно больших k. Если г настолько мало, что х(\ — Jt) (4+s)<l, 
то тем самым Х'к(х)—*0 со скоростью геометрической прогрессии (при фикси­
рованном х). Так как \'k (х) при 0 < х < 1/2 возрастает, то отсюда вытекает 
•также, что hk(x)—*0. Теорема 3 доказана. 

Т е о р е м а 4. Для всех нечетных k в ситуации, когда имеется выбор 
из п функций, стратегия Qx при прогнозировании отдельной, функции: 
а) всегда ошибается только конечное число раз; б) для любого е > 0 с ве­
роятностью > 1 — s число ее ошибок не превосходит cftlog2ft + l/^logjftVe. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если через Рт(Qx , / ) обозначить вероятность 
k 

ошибки в яг-ом прогнозе стратегии ,QX , сделанном для функции / , то по 
к 

лемме 3 из [3] имеем 
2P(Q X ,/)<<?* tog2 Л. 

m=0 к 
С помощью неравенства Чебышева отсюда нетрудно вывести, что вероятность 
числа ошибок, большего, чем cft log2/z + ]/(cft log2 ft)/e, не превосходит s. Тео­
рема 4 доказана. 

Т е о р е м а 5. Для каждого нечетного k и каждого достаточно боль­
шого п можно построить набор п функций {<?,,..., срл} такой, что при прог­
нозировании одной из функций / £ {<?!,..., ср„} стратегия Qx будет ошибаться 

k 

не менее 
ck log2 n-dk (n) - V (c*log,« + d,(/»))/e 

раз с вероятностью > 1 — е (dk(n) имеет порядок log log n). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Случай k — l. Пусть дерево функций <Pi,...,<p„ 

состоит из „ствола" <ри, от которого в я—1 точках отходят „ветки" <pi, •••, <pn-i • 
Тогда при прогнозировании функции ср„ стратегия Qx будет ошибаться в точ­
ке i с вероятностью l/(ft —j + 1). Сумма этих вероятностей: l/n + l/(ft — 1) + 
+ ... -f 1/2 = In я. + 0(1). Отсюда с помощью неравенства Чебыщева выводится 
требуемое в теореме (напомним, что <?! = In 2). 

2) Случай &>1 . Через % обозначим абсциссу точки касания кривых 
у=\(х), ~y = l — cklog2(l/x). Из доказательства теоремы 3 мы знаем, что 
и < а А . < 1 . Таким образом, 

• ^ («*)•= l - ^ o g , ( l / a * ) . (6) 
Пусть п настолько велико, что существует набор функций <Pi > ••• . ?п.» 

в дереве которого от ветви/=<рл отходят в т точках соответственно tv, t2,..., tm 
функций, где ^—ближайшее целое к числу (1 — ak)/(ak)1. Всего в дереве п функ­
ций, поэтому п = 9/И/2-+ 1 + (1 - яй)/аА + ••• + (1 - ak)/(ak)m = О К Г + fo»/2, 
где |8 | < 1. Отсюда 

m = log2n/log2(l/ak) + bkn, (7) 
где §ftn—»0 при ft—»oo. Далее, вероятность правильного прогноза стратегии 
Qx в точке i (i = 1, 2,..., т) равна ХА(Г/+1/Г|), ГД<? ^ определяется как 
:*/ + ^+i + . . .+ *,»+•! (и ^+1 = 1.)- Таким образом, Гу = 6' (m-j+ 1)/2 + 
+ (l/e*)eW+I, где 18 ' |<1 . Отсюда | Гг+1/Гг — ай| <dm(ak)m-l+1 для некоторой 
абсолютной постоянной of. 

Заметим теперь, что для любого 8 > 0 | х — ak \ < 8 —> | Xft (л:) — Xft (aft) | < R, 
где й = Х^(1/2)—максимум производной Xft на отрезке [0,1]. Отсюда |ХА(Гт/Гг)— 
; - W I < t e f e r + ) . : Или, учитывая (6), | / > , ( Q V / ) - ^*log,(l/a*) | < 
<bdm(ak)m-i+l, где P;(QX , / ) = 1—Xft( 7"/+1/Г,) —вероятность ошибочного 
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прогноза стратегии Qx в точке L Теперь, суммируя по г от 1 до m — tm, 
где tm—>co, имеем 

V Pt(Q / ) - C , ( m - U l o g 2
1 <bdm^-

JmJ k Дй 1 — 

J+'« 

1—«ft 

Отсюда, учитывая (7) и взяв tm = log2m/[og2(l/ak), получим 
т 

I 2 Pt«?,, ,f)-ck log2 п\<0 ( О = О (log log n) = d* (п). 
2 = 1 « 

Отсюда с помощью неравенства Чебышева выводится требуемое в формули­
ровке теоремы. Теорема 5 доказана. 

Теоремы 3, 4, 5, вместе взятые, позволяют сделать вывод, что среди 
всех стратегий „голосования" наилучшей является стратегия Qx , использую­
щая „голосование" трех функций (и выдающая прогноз, за который „голо­
суют", по крайней мере, две из этих трех функций). По своим возможностям 
Qx приближается к оптимальной стратегии Qx (с0 = 1/2, с3« 0.5005). 

Сравнивая возможности оптимальной вероятностной стратегии Qx и воз­
можности детерминированных стратегий (показанные в теоремах 1, 2), можно 
сделать вывод, что в задаче прогнозирования вероятностный подход не дает 
преимуществ по сравнению с детерминированным подходом. В обоих случаях 
среднее число ошибок в ситуации, когда имеется выбор из а функций, состав­
ляет приблизительно (l/2)log2«. 

З а м е ч а н и е . Доказательство теоремы 4 использует только одно свой­
ство функции Xft—неравенство (5). В доказательстве теоремы 5 используются, 
кроме этого, еще свойство ^k(x) + Xfe(l — х) = 1 и 0 < ak < 1, где ak—абсцисса 
точки касания кривых у = \{х), у= 1 — cftlog2(l/^;). Поэтому, если вместо \к 
взять произвольную функцию X, определить для нее аналогичным образом 
сх и ах, то оценки теорем 4, 5 окажутся справедливыми и для стратегии Qx 
при условии, что X обладает перечисленными только что свойствами. 
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